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Аннотация. Рассматриваются вариационные задачи теории упругости в области с
разрезом, описывающие равновесие пластины с трещиной. Предполагается, что под
действием определенных заданных нагрузок пластина имеет деформации с опреде-
ленной заранее известной конфигурацией кромок вблизи трещины. На кривой в
срединной плоскости, соответствующей трещине, заданы краевые условия в виде
двух неравенств. В предположении, что параметр δ описывает возмущение трещи-
ны, находится производная функционала энергии по отношению к δ. Результаты
получены для новых математических моделей с новыми краевыми условиями, опи-
сывающими специальный характер контактного взаимодействия кромок пластины.
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Введение . В настоящей работе исследуется модель, описывающая рав-

новесие пластины с трещиной, которая проходит вдоль плоскости, перпендику-

лярной срединной плоскости. В исходном состоянии берега трещины соприка-

саются друг с другом. Граничные условия имеют вид системы равенств и нера-

венств и описывают непроникание в случае заранее известной конфигурации

изгиба вблизи трещины. На внешней и внутренней границах области с разре-

зом, соответствующей срединной поверхности пластины, заданы соответствен-

но условия жесткого защемления и взаимного непроникания берегов трещины.

В работе найдена первая производная функционала энергии по отношению к

параметру, описывающему возмущение длины трещины. Производная функ-

ционала энергии по длине трещины часто применяется в формулировках кри-

териев разрушения [1]. Проблема дифференцирования функционала энергии в

линейных задачах достаточно широко изучена (см., например, [2, 3]). В этом

случае на берегах разреза ставятся краевые условия вида равенств. В данной
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работе исследуется дифференцирование функционала энергии в задачах теории

упругости с нелинейными краевыми условиями, имеющими вид неравенств (см.

работы [4–8]).

По сравнению с задачами с широко известным общим условием непроника-

ния для пластины Кирхгофа — Лява, изученным в ряде работ (см. например

[9–17]), новый вид краевых условий приводит к тому, что решение ищется в бо-

лее узком классе функций, соответствующем определенной конфигурации из-

гиба пластины. Это означает, что решения для общего условия непроникания и

для специального условия непроникания могут, вообще говоря, отличаться друг

от друга. Таким образом, новые краевые условия и анализ новых постановок

задач обеспечивают новизну полученных результатов.

1. Постановка задачи. Пусть � ⊂ R2 — ограниченная область с гладкой

границей ∂�. Через �l+δ обозначим множество {(x1, x2)| 0 ≤ x1 ≤ l+ δ, x2 = 0},

δ ∈ [−δ0, δ0], l > δ0 > 0. Будем считать, что �l+δ0 ⊂ �. Параметр δ описывает

возмущение трещины. Для каждого фиксированного δ ∈ [−δ0, δ0] срединная

поверхность пластины занимает область �δ = � \ �l+δ. Область �0 = � \ �l
соответствует невозмущенной трещине. Срединная поверхность пластины ле-

жит в плоскости z = 0, а система координат (x1, x2, z) выбирается декартовой.

Будем считать, что толщина пластины равна 2h = 2. Трещина как поверхность

в R3 описывается соотношениями x2 = 0, −1 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ x1 ≤ l + δ. Пусть

χ = (W,w) — вектор перемещений точек срединной поверхности пластины, где

W = W (x) = (u(x), v(x)), w(x) — горизонтальные и вертикальные перемещения

соответственно. Перемещения W z(x), wz(x) точек (x, z), x = (x1, x2), отстоящих

от срединной поверхности на величину z : |z| ≤ 1, вычисляются по формулам

[18]

W z(x, z) = W (x) − z∇w, |z| ≤ 1, wz(x, z) = w(x).

Введем тензор деформаций срединной поверхности пластины [19]

εij(W ) =
1

2

(
∂wi

∂xj
+
∂wj

∂xi

)
, w1 = u, w2 = v (i, j = 1, 2)

и тензор усилий

σ11(W ) = ε11(W ) + kε22(W ),

σ22(W ) = ε22(W ) + kε11(W ),

σ12(W ) = σ21(W ) = (1 − k)ε12(W ), k = const, 0 < k <
1

2
.

Считаем, что на внешней границе выполнены следующие краевые условия:

w =
∂w

∂n
= W = 0 на ∂�, (1)

где n — внешняя нормаль к ∂�. Эти условия описывают жесткое защемление

пластины.

Пусть подпространство H1,0(�δ) пространства Соболева H1(�δ) состоит из

функций, обращающихся в нуль на ∂�. Аналогично подпространство H2,0(�δ)
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пространства H2(�δ) состоит из функций, обращающихся в нуль на ∂� вместе

со всеми первыми производными. Введем обозначение

H(�δ) = H1,0(�δ) ×H1,0(�δ) ×H2,0(�δ).

На трещине (разрезе) зададим условия, описывающие взаимное непроникание

противоположных берегов трещины для случая известной конфигурации изгиба

пластины вблизи трещины:

[v] ≥ [w,2 ], [w,2 ] ≥ 0 на �l+δ. (2)

где [V ] = V + − V − — скачок функции V на �l+δ, а V +, V − соответствуют

положительному и отрицательному направлениям оси x2. Здесь и далее будем

использовать обозначения φ,i = ∂φ
∂xi

, φ,ij = ∂2φ
∂xi∂xj

.

Отметим, что в общем случае условие непроникания для пластины запи-

сывается в виде [10, 14–16]

[v] ≥ |[w,2 ]| на �l+δ. (3)

Для всех δ ∈ [−δ0, δ0] введем множества допустимых перемещений

Kδ(�δ) = {χ = (W,w) ∈ H(�δ) | χ удовлетворяет (2)}.

Очевидно, множества Kδ(�δ) выпуклы и замкнуты в H(�δ). Рассмотрим для

фиксированного δ ∈ [−δ0, δ0] функционал энергии пластины

�(�δ, χ) =
1

2
Bδ(w,w) +

1

2
〈σij(W ), εij(W )

〉
δ
− 〈f, χ〉δ, (4)

где скобки 〈·, ·〉δ означают скалярное произведение в L2(�δ), f = (f1, f2, f3) ∈

C1(�) — заданный вектор внешних сил, а билинейная форма Bδ(·, ·) определя-

ется по формуле

Bδ(w,w) =

∫

�δ

b(w,w) d�δ,

где

b(w,w) = w,11 w,11 +w,22 w,22 +kw,11 w,22 +kw,22 w,11 +2(1 − k)w,12 w,12 .

Справедливо следующее неравенство Корна [20]:

c1‖W‖2
H1,0(�δ)

≤ 〈σij(W ), εij(W )〉δ,

и неравенство, полученное с помощью двукратного применения неравенства Пу-

анкаре:

c2‖w‖
2
H2,0(�δ)

≤ Bδ(w,w).

На основании предыдущих двух неравенств можно сделать вывод об экви-

валентности в H(�δ) стандартной нормы и нормы, введенной с помощью сле-

дующего выражения:

{〈σij(W ), εij(W )〉δ +Bδ(w,w)}
1
2 .
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Задачу о равновесии пластины, решение которой удовлетворяет условиям

(1) и (2), можно сформулировать как задачу минимизации функционала энер-

гии на множестве допустимых перемещений

min
χ̄∈Kδ(�δ)

�(�δ, χ̄). (5)

В силу коэрцитивности и слабой полунепрерывности снизу функционала�(�δ, χ̄)

для каждого δ ∈ [−δ0, δ0] решение χδ задачи (5) существует, причем единствен-

но. Благодаря выпуклости и дифференцируемости функционала �(�δ, χ) зада-

ча минимизации (5) при δ ∈ [−δ0, δ0] эквивалентна следующему вариационному

неравенству:

Bδ(wδ, w − wδ) + 〈σij(Wδ), ε(W −Wδ)〉δ ≥ 〈f, χ̄− χδ〉δ ∀χ̄ ∈ Kδ(�δ). (6)

Наша цель — доказать существование и найти производную функционала

энергии по отношению к параметру δ, описывающему изменение длины трещи-

ны
d�(�δ, χδ)

dδ

∣∣∣∣
δ=0

= lim
δ→0

�(�δ, χδ) −�(�0, χ0)

δ
. (7)

2. Вывод формулы для производной. Используем метод для нели-

нейных задач теории упругости, предложенный в работах [7, 15]. Введем диф-

ференцируемое преобразование, отображающее �δ взаимно однозначно на �0

следующим образом. Рассмотрим функцию θ ∈ C∞
0 (�) такую, что θ = 1 в

окрестности точки xl = (l, 0), θ = 0 в окрестности точки x0 = (0, 0). Дополни-

тельно потребуем, чтобы θ,2 = 0 на �l+δ0 . Определим преобразование независи-

мых переменных по следующей формуле:

y1 = x1 − δθ(x1, x2), y2 = x2, (8)

где y = (y1, y2) ∈ �0, (x1, x2) ∈ �δ. Якобиан преобразования положителен при

малых δ и равен

qδ(x) =

∣∣∣∣
∂(y1, y2)

∂(x1, x2)

∣∣∣∣ = 1 − δθ,1 .

Пусть x = x(y, δ) — преобразование, обратное к (8). Преобразование x = x(y, δ)

при малых δ устанавливает взаимно однозначное соответствие между множе-

ствами Kδ(�δ) и K0(�0).

Действительно, пусть x ∈ �δ, y ∈ �0, χ(x) = χ̂(y), где x = x(y, δ). При этом

будут справедливы формулы для производных.

u′x1
= û′y1

(1 − δθ,1 ), u′x2
= û′y1

(−δθ,2 ) + û′y2
.

Предположим сначала, что χ ∈ Kδ(�δ), т. е. χ ∈ H(�δ), и выполнено неравен-

ство

[v] ≥ [w,2 ], [w,2 ] ≥ 0, x ∈ �l+δ.

Отметим, что из условия y ∈ �l согласно (8) следует, что x ∈ �l+δ. Имеем

соотношение

w,2 (x) = ŵ,2 (y) − δθ,2 (x1, x2)ŵ,1 (y).
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Так как θ,2 = 0 на �l+δ0 , отсюда следует, что w,2 (x) = ŵ,2 (y) и χ̂(y) ∈ K0(�0).

Аналогично, используя полученные формулы, можно показать обратное: из

включения χ̂ ∈ K0(�0) следует принадлежность χ множеству Kδ(�δ).

Для достаточно малых δ решению χδ(x) задачи равновесия согласно уста-

новленному факту можно поставить в соответствие функцию изK0(�0): χ̂δ(y) =

χδ(x), y ∈ �0. При δ = 0 в качестве χ̂0 примем χ0. Докажем сначала следующее

утверждение.

Лемма 1. Имеет место сходимость χ̂δ → χ0 сильно в H(�0).

Доказательство. Подставляя в вариационное неравенство (6) пробные

функции χ̄ = 0, χ̄ = 2χδ, выводим равенство

Bδ(wδ, wδ) + 〈σij(Wδ), εij(Wδ)〉δ = 〈f, χδ〉δ.

Осуществим в предыдущем равенстве координатное преобразование (8). Полу-

чим

B0(ŵδ, ŵδ) + 〈σij(Ŵδ), εij(Ŵδ)〉0 = 〈f δ, χ̂δ〉0 + δR1(δ, θ, χ̂δ), (9)

где

f δ(y) =
f(x(y, δ))

1 − δθ,1 (x(y, δ))
.

Для малых δ можно показать, что

‖f δ‖L2(�0) ≤ C1, |R1(δ, θ, χ̂δ)| ≤ C2‖χ̂δ‖
2,

где C1, C2 не зависят от δ и χ̂δ. Из равенства (9) для достаточно малых δ,

используя неравенства Корна (см. [20]) и Гёльдера, получаем

C‖χ̂δ‖
2 ≤ C1‖χ̂δ‖ + |δ|C2‖χ̂δ‖

2,

постоянная C не зависит от δ и χ̂δ. Имея в виду последнюю оценку, легко вы-

вести неравенство, выполненное для достаточно малых δ:

‖χ̂δ‖ ≤ C′,

с не зависящей от δ постоянной C′. Из равномерной ограниченности норм ‖χ̂δ‖

следует, что последовательность {χ̂δ} сходится слабо к некоторой функции χ̃ в

H(�0). В силу слабой замкнутости K0(�0) функция χ̃ принадлежит множеству

K0(�0). Применив координатное преобразование (8) к вариационному неравен-

ству (6), получим

B0(ŵδ, w − ŵδ) + 〈σij(Ŵδ), ε(W − Ŵδ)〉0 ≥ 〈f δ, χ̄− χ̂δ〉0 + δR2(δ, θ, χ̂δ, χ̄). (10)

Заметим, что это неравенство в силу взаимной однозначности K0(�0) и Kδ(�δ)

справедливо для всех пробных функций χ̄ из K0(�0). Для остаточного члена

R2 в (10) для малых δ справедлива оценка

|R2(δ, θ, χ̂δ, χ̄)| ≤ C3(‖χ̂δ‖
2 + ‖χ̄‖‖χ̂δ‖)
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с не зависящей от δ, χ̂δ, χ̄ постоянной C3. Принимая во внимание сильную сходи-

мость f δ к f в L2(�0), перейдем в (10) к пределу при δ → 0. Воспользовавшись

слабой полунепрерывностью снизу билинейных форм B0(·, ·) и 〈σij(·), εij(·)〉0,

получим

B0(w̃, w − w̃) + 〈σij(W̃ ), ε(W − W̃ )〉0 ≥ 〈f, χ̄− χ̃〉0.

Произвольность χ̄ и предыдущее неравенство обеспечивают справедливость ра-

венства χ̃ = χ0. Возвращаясь к равенству (9) и переходя в нем к пределу при

δ → 0, с учетом слабой сходимости χ̂δ → χ0 в H(�0) и сильной сходимости

f δ → f в L2(�0) находим

lim
δ→0

B0(ŵδ, ŵδ) + 〈σij(Ŵδ), εij(Ŵδ)
〉
0

= lim
δ→0

〈f δ, χ̂δ〉0 = 〈f, χ0〉0. (11)

Сравнение двух вариационных неравенств (6), выполненных для пробных функ-

ций χ̄ = 0 и χ̄ = 2χ0 при δ = 0, дает возможность получить следующее соотно-

шение:

B0(w0, w0) + 〈σij(W0), εij(W0)〉0 = 〈f, χ0〉0. (12)

Равенства (11) и (12) обеспечивают сильную сходимость χ̂δ → χ0 в H(�0)

при δ → 0. В самом деле, слабая сходимость φn → φ при n → ∞ и сходимость

норм ‖φn‖ → ‖φ‖ в H(�0) при n→ ∞ гарантируют сильную сходимость φn → φ

при n→ ∞ в H(�0) (см. [21]). Из соотношений (11) и (12), благодаря отмечен-

ной ранее эквивалентности норм, следует сходимость ‖χ̂δ‖ → ‖χ0‖ при δ → 0.

Лемма доказана.

Справедливо равенство (см. [6])

lim
δ→0

f δ
i (y) − fi(y)

δ
= (fiθ),1 (y), i = 1, 2, 3,

причем из включения f ∈ C1(�) следует, что

f δ
i (y) − fi(y)

δ
→ (fiθ),1 (y) сильно в L∞(�).

Введем также следующее обозначение для преобразованного с помощью (8)

функционала энергии (4):

�δ(�0, φ̄) =
1

2
B0

δ(φ̄, φ̄) +
1

2
〈qδ

−1σij
δ(φ̄), εij

δ(φ̄)〉0 − 〈f δ, φ̄〉0,

где билинейные формы B0
δ(·, ·), 〈qδ

−1σij
δ(·), εij

δ(·)〉0 получаются в результате

преобразования независимых переменных (8) в соответствующих билинейных

формах Bδ(·, ·), и 〈σij(·), εij(·)〉δ. В целях упрощения записи нижеследующих

формул далее целесообразно обозначить через χ = (W,w), W = (u, v), решение

задачи (5) для невозмущенной трещины, т. е. далее будем считать χ = χ0.
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Теорема 1. Производная функционала энергии �(�δ, χδ) по отношению к

параметру δ находится по следующей формуле:

d�(�δ , χδ)

dδ

∣∣∣∣
δ=0

= −
1

2

∫

�0

θ,1

(
u,21 −v,

2
2 +

1

2
(1 − k)

(
v,21 −u,

2
2

))
d�0

−
1

2

∫

�0

θ,2 (2v,1 v,2 +(1 + k)v,1 u,1 +(1 − k)u,1 u,2 ) d�0

−

∫

�0

(w,11 P
1 + w,22 P

2 + k(w,11 P
2 + w,22 P

1) + 2(1 − k)w,12 P
3) d�0

+
1

2

∫

�0

θ,1 b(w,w)d�0 −

∫

�0

(fθ),1 χd�0, (13)

где
P 1 = 2θ,1 w,11 +θ,11 w,1 , P 2 = 2θ,2 w,12 +θ,22 w,1 ,

P 3 = θ,1 w,11 +θ,2 w,11 +θ,12 w,1 .
(14)

Доказательство. Решение χ задачи равновесия для невозмущенной тре-

щины удовлетворяет соотношению

�(�0, χ) = min
χ̄∈K0(�0)

�(�0, χ̄). (15)

Аналогично для решений χδ имеем

�(�δ, χδ) = min
χ̄∈Kδ(�δ)

�(�δ, χ̄). (16)

Из взаимной однозначности множеств K0(�0) и Kδ(�δ) следует, что

min
χ̄∈Kδ(�δ)

�(�δ, χ̄) = min
χ̄∈K0(�0)

�δ(�0, χ̄). (17)

Далее не нарушая общности будем считать, что δ > 0.

Имея в виду (15)–(17), получим следующие неравенства:

�(�δ, χδ) −�(�0, χ)

δ
≤
�δ(�0, χ) −�(�0, χ)

δ
, (18)

�δ(�0, χ̂δ) −�(�0, χ̂δ)

δ
≤
�(�δ, χδ) −�(�0, χ)

δ
(19)

Используя разложения

qδ
−1(x(δ, y)) = 1 + δθ,1 (y) + r1(δ, y),

fi
δ(x(δ, y)) = fi(y) + δ(fiθ),1 (y) + r2(δ, y),

θ,i (x(δ, y)) = θ,i (y) + δθ,i1 θ(y) + r3(δ, y),

θ,ij (x(δ, y)) = θ,ij (y) + δθ,ij1 θ(y) + r4(δ, y),
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где ri(δ,y)
δ → 0 в L∞(�0) при δ → 0, i = 1, 2, 3, 4, функционал �δ(�0, χ̄), χ̄ =

(W,w) ∈ K0(�0), можно представить в виде

�δ(�0, χ̄) = �(�0, χ̄) −
δ

2

∫

�0

θ,1

(
ū,21 −v̄,

2
2 +

1

2
(1 − k)

(
v̄,21 − ū,22

))
d�0

−
δ

2

∫

�0

θ,2 (2v̄,1 v̄,2 +(1 + k)v̄,1 ū,1 +(1 − k)ū,1 ū,2 ) d�0

− δ

∫

�0

(w,11 P
1

+ w,22 P
2
+ k(w,11 P

2
+ w,22 P

1
) + 2(1 − k)w,12 P

3
) d�0

+
δ

2

∫

�0

θ,1 b(w,w)d�0 − δ

∫

�0

(fθ),1 , χ̄ d�0 + o(δ)R3(δ, θ, χ̄), (20)

где функции P
i
, i = 1, 2, 3, вычисляются по формулам, аналогичным (14). Оста-

точный член R3(δ, θ, χ̄) для малых δ оценивается следующим образом:

|R3(δ, θ, χ̄)| ≤ C4(‖χ̄‖
2 + ‖χ̄‖),

где постоянная C4 не зависит от δ и χ̄. Устремляя δ → 0 в неравенстве (18), с

учетом (20) получим

lim
δ→0

�(�δ, χδ) −�(�0, χ)

δ
≤ −

1

2

∫

�0

θ,1

(
u,21 −v,

2
2 +

1

2
(1 − k)

(
v,21 − u,22

))
d�0

−
1

2

∫

�0

θ,2 (2v,1 v,2 +(1 + k)v,1 u,1 +(1 − k)u,1 u,2 ) d�0

−

∫

�0

(w,11 P
1 + w,22 P

2 + k(w,11 P
2 + w,22 P

1) + 2(1 − k)w,12 P
3) d�0

+
1

2

∫

�0

θ,1 b(w,w)d�0 −

∫

�0

(fθ),1 χd�0.

С другой стороны, в силу сильной сходимости χ̂δ → χ в H(�0), оценки (19) и

представления (20) получаем

lim
δ→0

�(�δ, χδ) −�(�0, χ)

δ
≥ −

1

2

∫

�0

θ,1

(
u,21 −v,

2
2 +

1

2
(1 − k)

(
v,21 − u,22

))
d�0

−
1

2

∫

�0

θ,2 (2v,1 v,2 +(1 + k)v,1 u,1 +(1 − k)u,1 u,2 ) d�0

−

∫

�0

(w,11 P
1 + w,22 P

2 + k(w,11 P
2 + w,22 P

1) + 2(1 − k)w,12 P
3) d�0

+
1

2

∫

�0

θ,1 b(w,w)d�0 −

∫

�0

(fθ),1 χd�0.
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Из последних двух неравенств следует существование предела

lim
δ→0

�(�δ, χδ) −�(�0, χ)

δ
.

Теорема доказана.

Таким образом, производная функционала энергии по отношению к пара-

метру δ, описывающему изменение длины трещины, существует и определяется

по формуле (13). Заметим, что производная функционала энергии не зависит от

θ. В самом деле, в предельном соотношении для производной (7) правая часть

не зависит от θ.
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It is assumed that under the action of certain given loads, plates have deformations with
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impose a nonlinear boundary condition as an inequality describing the nonpenetration of
the opposite crack faces. Assuming that the parameter δ describes the crack perturba-
tion, the derivative of the energy functional with respect to δ is found. The results
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