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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ

В МОДЕЛИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ПОПУЛЯЦИЙ

С НЕСКОЛЬКИМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ

М. А. Скворцова

Аннотация. Рассматривается модель, описывающая взаимодействие n видов мик-
роорганизмов. Модель представлена в виде системы нелинейных дифференциаль-

ных уравнений с несколькими постоянными запаздываниями. Компоненты реше-
ний системы отвечают за численности популяций i-го вида и за концентрацию пи-
тательного вещества. Параметры запаздывания обозначают время, необходимое
для появления i-го вида после потребления питательного вещества. Изучаются
асимптотические свойства решений рассматриваемой системы. При определенных
условиях на параметры системы получены оценки для всех компонент решений.
Установленные оценки характеризуют скорости убывания численностей популяций
микроорганизмов и скорость стабилизации концентрации питательного вещества к
начальной величине концентрации. Оценки имеют конструктивный характер, все
величины, характеризующие скорости стабилизации, указаны в явном виде. При
получении оценок были использованы модифицированные функционалы Ляпуно-
ва — Красовского.
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1. Введение

В работе рассматривается система дифференциальных уравнений с запаз-

дываниями, описывающая взаимодействие нескольких видов микроорганизмов [1]:

d

dt
S(t) = (S0 − S(t))D −

n∑

i=1

pi(S(t))Ni(t),

d

dt
Ni(t) = −DiNi(t) + αipi(S(t− τi))Ni(t− τi), i = 1, 2, . . . , n.

(1)

Здесь S(t) — концентрация питательного вещества в момент времени t, Ni(t) —

численность популяции i-го вида микроорганизмов в момент времени t, pi(S) —

функция потребления питательного вещества для популяции i-го вида, τi ≥ 0 —

время, необходимое для появления i-го вида после потребления питательно-

го вещества, Di > 0 — показатель потребления для i-го вида, αi = e−Diτi ,
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αiNi(t− τi) отвечает за численность тех микроорганизмов от популяции Ni, ко-

торые потребляют питательное вещество в момент времени t−τi и живут время

τi, необходимое для появления i-го вида, S0 > 0 — концентрация питательного

вещества в начальный момент времени, D > 0 — показатель расхода питатель-

ного вещества. Предполагается, что функции pi(S) удовлетворяют следующим

условиям: pi(S) локально липшицевы, монотонно возрастающие и pi(0) = 0.

Более подробное описание модели содержится в [1].

Для системы (1) зададим начальные условия:

S(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τmax, 0], S(+0) = ϕ0(0), τmax = max{τ1, . . . , τn},

Ni(t) = ϕi(t), t ∈ [−τi, 0], Ni(+0) = ϕi(0), i = 1, 2, . . . , n,
(2)

где ϕ0(t), ϕ1(t), . . . , ϕn(t) — непрерывные неотрицательные функции. Хорошо

известно, что решение начальной задачи (1), (2) существует и единственно.

Более того, как отмечено в [1], при неотрицательных начальных функциях

решение задачи (1), (2) определено на всей правой полуоси {t > 0} и имеет

неотрицательные компоненты, при этом каждая компонента решения является

ограниченной функцией.

Система (1) имеет тривиальное положение равновесия

S(t) = S0, Ni(t) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

В работе [1] было показано, что при выполнении неравенств

αipi(S
0) < Di, i = 1, 2, . . . , n, (3)

все решения уравнения (1) с неотрицательными начальными условиями стаби-

лизируются на бесконечности к данному положению равновесия.

В настоящей работе при выполнении условий (3) получим оценки решений,

характеризующие скорость стабилизации на бесконечности. Отметим, что для

получения оценок решений систем с запаздыванием активно применяются моди-

фицированные функционалы Ляпунова — Красовского (см., например, [2–13]).

Мы также будем использовать этот подход. Данная работа продолжает иссле-

дования [14–16] асимптотических свойств решений биологических моделей.

2. Основные результаты

Вначале приведем вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Для компонент решения начальной задачи (1), (2) при t ∈ [0, τi]

имеют место равенства

Ni(t) = ψi(t), i = 1, . . . , n, (4)

где

ψi(t) = e−Dit


ϕi(0) + αi

t−τi∫

−τi

eDi(s+τi)pi(ϕ0(s))ϕi(s)ds


 , i = 1, . . . , n. (5)
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Доказательство. Из системы (1) при t ∈ [0, τi] имеем

d

dt
Ni(t) = −DiNi(t) + αipi(ϕ0(t− τi))ϕi(t− τi),

откуда, используя метод вариации произвольной постоянной, нетрудно полу-

чить (5).

Лемма доказана.

Следствие. Для компонент решения начальной задачи (1), (2) при t ∈

[0, τi] справедливы неравенства

Ni(t) ≤ �ie
−Dit, i = 1, . . . , n, (6)

где

�i = ϕi(0) + αi

0∫

−τi

eDi(s+τi)pi(ϕ0(s))ϕi(s)ds, i = 1, . . . , n. (7)

Доказательство. Неравенство (6) непосредственно вытекает из (4), (5).

Следствие доказано.

Лемма 2. Для первой компоненты решения начальной задачи (1), (2) при

t ≥ 0 справедлива оценка

S(t) ≤ S0 + (ϕ0(0) − S0)e−Dt. (8)

Доказательство. Из первого уравнения системы (1) получим

d

dt
S(t) ≤ (S0 − S(t))D,

откуда в силу неравенства Гронуолла (см., например, [17]) следует оценка (8).

Лемма доказана.

Перейдем к получению оценок на функции Ni(t) при t > τi. Предположим,

что выполнены условия (3). Рассмотрим модифицированные функционалы Ля-

пунова — Красовского

Vi(t,Ni) = N2
i (t) +

t∫

t−τi

mie
−ki(t−ξ)N2

i (ξ)dξ, i = 1, . . . , n, (9)

где

ki > 0, mi = αipi(S
0)ekiτi/2 < Di. (10)

Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть выполнены условия (3).

(а) Если ϕ0(0) ≤ S0, то для компонент решения начальной задачи (1), (2)

при t > τi справедливы неравенства

Ni(t) ≤
√
Vi(τi, ψi) e

−σi(t−τi)/2, (11)
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где

σi = min{2(Di − αipi(S
0)ekiτi/2), ki} > 0. (12)

(б) Если ϕ0(0) > S0, то для компонент решения начальной задачи (1), (2)

при t > τi справедливы неравенства

Ni(t) ≤ κi

√
Vi(τi, ψi) e

−σi(t−τi)/2, (13)

где

κi = exp

(
αie

kiτi/2

2D

(pi(ϕ0(0)) + pi(S
0))

pi(S0)
Li(ϕ0(0))(ϕ0(0) − S0)

)
, (14)

Li(ϕ0(0)) — константа Липшица функции pi(S) на отрезке [S0, ϕ0(0)], т. е.

|pi(S1) − pi(S2)| ≤ Li(ϕ0(0))|S1 − S2|, S1, S2 ∈ [S0, ϕ0(0)]. (15)

Доказательство. Продифференцируем функционал (9) вдоль решения

начальной задачи (1), (2):

d

dt
Vi(t,Ni) = 2Ni(t)(−DiNi(t) + αipi(S(t− τi))Ni(t− τi))

+miN
2
i (t) −mie

−kiτiN2
i (t− τi) − ki

t∫

t−τi

mie
−ki(t−ξ)N2

i (ξ) dξ

≤ −

(
2Di −mi −

α2
i p

2
i (S(t− τi))

mie−kiτi

)
N2

i (t) − ki

t∫

t−τi

mie
−ki(t−ξ)N2

i (ξ) dξ.

С учетом обозначения (10) это неравенство перепишется в виде

d

dt
Vi(t,Ni)

≤ −

(
2Di − 2αipi(S

0)ekiτi/2 −
αie

kiτi/2

pi(S0)

(
p2
i (S(t− τi)) − p2

i (S
0)
))

N2
i (t)

− ki

t∫

t−τi

mie
−ki(t−ξ)N2

i (ξ) dξ.

Используя обозначение (12) и определение (9) функционала Vi(t,Ni), получим

оценку

d

dt
Vi(t,Ni) ≤ −

(
σi −

αie
kiτi/2

pi(S0)
(p2

i (S(t− τi)) − p2
i (S

0))

)
Vi(t,Ni).

В силу оценки (8) отсюда при t > τi вытекает неравенство

d

dt
Vi(t,Ni) ≤ −

(
σi −

αie
kiτi/2

pi(S0)

(
p2
i (S

0 + (ϕ0(0) − S0)e−D(t−τi)) − p2
i (S

0)
))

Vi(t,Ni).

Обозначим

fi(t) =
αie

kiτi/2

pi(S0)

(
p2
i (S

0 + (ϕ0(0) − S0)e−D(t−τi)
)
− p2

i (S
0)).
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С учетом введенного обозначения полученное неравенство можно переписать в

виде
d

dt
Vi(t,Ni) ≤ − (σi − fi(t)) Vi(t,Ni),

откуда нетрудно получить

N2
i (t) ≤ Vi(t,Ni) ≤ Vi(τi, ψi) exp


−

t∫

τi

(σi − fi(η))dη




= Vi(τi, ψi) exp




t∫

τi

fi(η)dη


 e−σi(t−τi), t > τi. (16)

Вначале предположим, что ϕ0(0) ≤ S0. Поскольку pi(S) — монотонно воз-

растающая функция, то fi(η) ≤ 0. Отсюда следует неравенство (11).

Теперь рассмотрим случай ϕ0(0) > S0. Используя монотонность функции

pi(S) и неравенство (15), получим следующую оценку:

t∫

τi

fi(η)dη =
αie

kiτi/2

pi(S0)

t∫

τi

(pi(S
0 + (ϕ0(0) − S0)e−D(η−τi)) + pi(S

0))

× (pi(S
0 + (ϕ0(0) − S0)e−D(η−τi)) − pi(S

0)) dη

≤
αie

kiτi/2

pi(S0)

t∫

τi

(pi(ϕ0(0)) + pi(S
0))Li(ϕ0(0))(ϕ0(0) − S0)e−D(η−τi) dη

= αie
kiτi/2

(pi(ϕ0(0)) + pi(S
0))

pi(S0)
Li(ϕ0(0))(ϕ0(0) − S0)

1

D
(1 − e−D(t−τi))

≤
αie

kiτi/2

D

(pi(ϕ0(0)) + pi(S
0))

pi(S0)
Li(ϕ0(0))(ϕ0(0) − S0).

Отсюда и из оценки (16) вытекает неравенство (13).

Теорема доказана.

Наконец, получим оценки на функцию S(t), которые будут характеризовать

скорость стабилизации на бесконечности к величине S0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (3).

(а) Если ϕ0(0) ≤ S0, то для первой компоненты решения начальной зада-

чи (1), (2) при t ≥ 0 справедлива оценка

|S(t) − S0| ≤ |ϕ0(0) − S0|e−Dt +
n∑

i=1

pi(S
0)

× (�i min{t, τi}e
−dit +

√
Vi(τi, ψi)(t− min{t, τi})e

−ωi(t−τi)), (17)

где �i определено в (7), Vi(τi, ψi) определено в (9), ψi(t) определено в (5),

di = min{Di, D}, ωi = min
{σi

2
, D
}
, (18)
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σi определено в (12).

(б) Если ϕ0(0) > S0, то для первой компоненты решения начальной зада-

чи (1), (2) при t ≥ 0 справедлива оценка

|S(t) − S0| ≤ |ϕ0(0) − S0|e−Dt +

n∑

i=1

pi(ϕ0(0))

× (�i min{t, τi}e
−dit + κi

√
Vi(τi, ψi)(t− min{t, τi})e

−ωi(t−τi)), (19)

где κi определено в (14).

Доказательство. Из первого уравнения системы (1) нетрудно получить

S(t) − S0 = (ϕ0(0) − S0)e−Dt −

n∑

i=1

t∫

0

e−D(t−ξ)pi(S(ξ))Ni(ξ) dξ.

Учитывая неравенство (8) и монотонность функции pi(S), будем иметь

pi(S(ξ)) ≤ pi(S
0 + (ϕ0(0) − S0)e−Dξ) ≤ pi(max{S0, ϕ0(0)}).

Следовательно,

|S(t) − S0| ≤ |ϕ0(0) − S0|e−Dt +

n∑

i=1

pi(max{S0, ϕ0(0)})

t∫

0

e−D(t−ξ)Ni(ξ) dξ

= |ϕ0(0) − S0|e−Dt +

n∑

i=1

pi(max{S0, ϕ0(0)})

×




min{t,τi}∫

0

e−D(t−ξ)Ni(ξ)dξ +

t∫

min{t,τi}

e−D(t−ξ)Ni(ξ)dξ


 .

Вначале предположим, что ϕ0(0) ≤ S0. Воспользуемся неравенствами (6)

и (11):

|S(t) − S0| ≤ |ϕ0(0) − S0|e−Dt +

n∑

i=1

pi(S
0)

×


�i

min{t,τi}∫

0

e−D(t−ξ)e−Diξdξ +
√
Vi(τi, ψi)

t∫

min{t,τi}

e−D(t−ξ)e−σi(ξ−τi)/2dξ


 .

Учитывая обозначения (18), из этого неравенства получим оценку

|S(t) − S0| ≤ |ϕ0(0) − S0|e−Dt +

n∑

i=1

pi(S
0)

×


�i

min{t,τi}∫

0

e−di(t−ξ)e−diξdξ +
√
Vi(τi, ψi)

t∫

min{t,τi}

e−ωi(t−ξ)e−ωi(ξ−τi)dξ


 ,

из которой следует (17).

Если ϕ0(0) > S0, то вместо неравенства (11) нужно воспользоваться нера-

венством (13). Повторяя предыдущие рассуждения, получим оценку (19).

Теорема доказана.
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3. Заключение

В настоящей работе рассматривалась система дифференциальных уравне-

ний с запаздываниями, описывающая взаимодействие нескольких видов микро-

организмов. С использованием модифицированных функционалов Ляпунова —

Красовского получены оценки для всех компонент решений системы. Установ-

ленные оценки характеризуют скорости убывания численностей популяций мик-

роорганизмов и скорость стабилизации концентрации питательного вещества к

начальной величине концентрации. Оценки имеют конструктивный характер,

все величины, характеризующие скорости стабилизации, указаны в явном виде.

Автор выражает благодарность профессору Г. В. Демиденко за внимание

к работе.
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ASYMPTOTIC PROPERTIES OF SOLUTIONS

IN A MODEL OF INTERACTION

OF POPULATIONS WITH SEVERAL DELAYS

M. A. Skvortsova

Abstract. We consider a model describing the interaction of n species of microorgan-
isms. The model is presented as a system of nonlinear differential equations with
several constant delays. The components of solutions to the system are responsible
for the biomass of the i-th species and for the concentration of the nutrient. The delay
parameters denote the time required for the conversion of the nutrient to viable biomass
for the i-th species. In the paper, we study asymptotic properties of the solutions to
the considered system. Under certain conditions on the system parameters, we obtain
estimates for all components of the solutions. The established estimates characterize
the rate of decrease in the biomass of microorganisms and the rate of stabilization of
the nutrient concentration to the initial value of the concentration. The estimates are
constructive and all values characterizing the stabilization rate are indicated explicitly.
The modified Lyapunov–Krasovskii functionals were used to obtain the estimates.
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